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Introduction

Le fléau de la dimension

o Soient X eR7 et Y €R.
@ Soit m(x) =E[Y|X = x]. On suppose que m posséde des
dérivées partielles jusqu'a I'ordre 3, toutes continues.

@ Soit M un estimateur de m.

Vitesse de convergence optimale

S?E“muyﬂm@f}:o<nﬁﬁ>.

En pratique : probléme d’estimation dés que d > 3.
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Introduction

Modéles de réduction de la dimension

Modéle de régression linéaire

E[Y|X] = 6,X

ol 6y € RY est inconnu.
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Introduction

Modéles de réduction de la dimension

Modéle de régression linéaire généralisé

E[Y|X] = g(60X)

ol By € R? est inconnu et g : R — R est connu.
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Introduction

Modéles de réduction de la dimension

Modeéle a direction révélatrice unique
E[Y|X] = g(6X),

ol 8y € R? et g : R+— R sont inconnus.
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Introduction

Modéles de réduction de la dimension

Modeéle a direction révélatrice unique (SIM)
E[Y|X] = g(60X),

ol B € R? et g : R+— R sont inconnus.

Ona:
E[Y|6,X] = E[E[Y[X]|6X] = g(6X).

Autre écriture du SIM

E[Y|X] = g(6pX) =E[Y|6X].

ol By € R? et g sont inconnus.
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Présentation du contexte

© Présentation du contexte
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Présentation du contexte
.

Introduction

@ Etude clinique : pour 1 </ <n,
o D; : durée de vie du patient i (en général censurée a droite).
e X; : vecteur de variables explicatives (age, type de

traitement...).
o Ni(t) : nombre d'événements récurrents du patient i survenant

dans I'intervalle [0, t], pour t € [0,D;].

@ Exemples d'événements récurrents :
o Crises d'asthme pour des patients asthmatiques,
o Crises d'épilepsie pour des patients épileptiques,
o Infections pour des patients atteints du VIH, ...
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Présentation du contexte
.

Observations

@ On s'intéresse a N*(t), t > 0.

T=DAC
=1

@ On observe : b=c
XeZ cRY

N(t)=N*(tAC)

Problématique

On veut estimer : u(t|x) :=E[N*(t)|X = x].
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Présentation du contexte
°

Modéles paramétriques et non-paramétriques

@ Modéle paramétrique :

p(tlx) = uo(t, x; 6o),

ol Ug est connue et 6 € © C RY est inconnu.

@ Exemple de modéle paramétrique :
w(t|x) = t6x,
hypothése satisfaite si N* est un processus de Poisson
d'intensité 6y.X.
@ Modéle non-paramétrique : on estime directement p(t|x) sans

hypothéses sur la fonction. Probléme : fleau de la dimension
dés que d > 3.
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Présentation du contexte
.

Modéles semi-paramétriques

@ Approche intermédiaire : modéle semi-paramétrique de
réduction de la dimension.

Exemples de modéles semiparamétriques :
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Présentation du contexte
.

Modéles semi-paramétriques

@ Approche intermédiaire : modéle semi-paramétrique de
réduction de la dimension.

Exemples de modéles semiparamétriques :

@ Le « modéle de Cox »

K(tlx) = Ho(t)e™”,

ol By € © C RY et pp sont inconnus.
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Présentation du contexte
°

Modéles semi-paramétriques

@ Le modeéle AFT (Accelerated Failure Time) :

(t]x) = o (texp(84x))-
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Présentation du contexte
°

Modéles semi-paramétriques

@ Le modeéle AFT (Accelerated Failure Time) :

(t]x) = o (texp(84x))-

@ Le modeéle a direction révélatrice unique :

Hypothése S.I.M

1(t]x) = pey (£, 6px),
ol Bp € © C RY et pg(t,u) = E[N*(t)|6’'X = u] sont inconnus.
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Présentation du contexte
.

Quelques hypotheéses

On définit G(t) =P(C <t), H(t)=P(T <t)et
Ty =inf(t: H(t) =1).

Hypothéses du modéle

(i) CLL(N", D),
(i) P(C <t|N*,D,X)=P(C < t|N*,D) pour tout t € [0, TH],

(iii) il n’y a pas d’ex-aequo entre décés, censure ou |'apparition
d'un événement récurrent.

Cas particulier ou (i) et (ii) sont vraies : CLL(N*,D, X).
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Méthode d’estimation
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Méthode d’estimation
°

Méthode d’estimation

@ On introduit le processus, pour t < Ty :

_ [t _dN(s)
Z(t) ._/0 ey
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Méthode d’estimation
°

Méthode d’estimation

@ On introduit le processus, pour t < Ty :

_ [t _dN(s)
Z(t) ._/0 ey

E[dN(s)|X] =E[dN*(sA C)|X]
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Méthode d’estimation
°

Méthode d’estimation

@ On introduit le processus, pour t < Ty :

_ [t _dN(s)
Z(t) ._/0 ey

On a:

E[dN(s)|X] =E[dN*(sA C)|X]
=E[dN*(s)Ls<c|X] +E[dN*(C) L5 c|X]
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Méthode d’estimation
°

Méthode d’estimation

@ On introduit le processus, pour t < Ty :

_ [t _dN(s)
Z(t) ._/0 ey

On a:

E[dN(s)|X] =E[dN*(sA C)|X]
=E[dN*(s)Ls<c|X] +E[dN*(C) L5 c|X]

- E[E[dN*(s)]lsgclN*, D, X] |X}
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Méthode d’estimation
°

Méthode d’estimation

@ On introduit le processus, pour t < Ty :

_ [t _dN(s)
Z(t) ._/0 ey

— E[dN*(sA C)|X]
[IN* (s)Ls< | X] + E[dN*(C)lemc|X]
[E[dN*( )1 KC!N*,D,X”X}

dN*(s) E[Ts<c|N*, D] | x}
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Méthode d’estimation
°

Méthode d’estimation

@ On introduit le processus, pour t < Ty :

_ [t _dN(s)
Z(t) ._/0 ey

E[dN*(s A C)|X]
E[dN*(s)Ls<c|X] +E[dN*(C)Lssc|X]
—E| E[dN"(s)ls<c|N", D, X] | X|
E [dN*(s) E[1s<c|N*,D]| x}
E[dN*(s)|X] (1 - G(s—)).
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Méthode d’estimation
.

Méthode d’estimation

Proposition

Sous nos hypothéses :

E[Z()|X] =E[N"(£)|X] = pgy(t, 65X)

@ On estime Z(t) par :

5. [t dN(s)
“(t) '_/0 1-G(s—)’

ot G est I'estimateur de Kaplan-Meier de G,

1-5;
Gt)=1-T] (1—,,1> :

Tt Yl
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Méthode d’estimation
°

Méthode d’estimation

6y = argminE [(Z(t) — o (t, 9’X))2]
€0
= argemeinE[,u@(t,Q’X)z] —2E[Z(t)ue(t,0'X)].
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Méthode d’estimation
°

Méthode d’estimation

6 = aregergin./otHE [(Z(t) — o (t, G’X))ﬂ dw(t)

T
:argmin/ HE[/.L (t,0'X)? / t o (t,0'X)] dw(t).
#co JO
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Méthode d’estimation
°

Méthode d’estimation

6 = argergin./otHE [(Z(t) — o (t, G’X))ﬂ dw(t)

T
:argmin/ HE[u (t,0'X)? / t o (t,0'X)] dw(t).
#co JO

Estimateur de 6;

6 = argmin Mn.w (6, tg),
CISC)

n Tn
00 M (0 10) =" 1 [ (£, 0%, a1
—12/ ()0 (¢, 0'X;)dw(t).
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Méthode d’estimation
.

Un estimateur de pg

@ Sous nos hypothéses, on a la relation :

 [YE[dN(s)|0'X = u]
,LLg(t,U)—/O 1—G(S—) :
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Méthode d’estimation
.

Un estimateur de pg

@ Sous nos hypothéses, on a la relation :

 [YE[dN(s)|0'X = u]
,LLg(t,U)—/O 1—G(S—) :

Estimateur de g

A P Z,-”:lK(” 6X>dN()
Ne,h(t’”)_/o Zf:1K(u 9X)[1—G(s i
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Résultats asymptotiques

Q@ Résultats asymptotiques
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Résultats asymptotiques
.

Hypothéses sur fig

Hypothéses de convergence

On suppose,
sup  |flo(,6'x) — o(t, 6/x)| = op(1),
tST(n),e,X
sup  [[Voflo(t,x) — Veng(t,x)|| = op(1),
tST(,,)79,X
sup ||V%ﬁ9(t,x)—vf)u9(t,x)|| :Op(l),
tST(,,),B,X

sup  |le, (t, 60x) — ey (£, 60x)| - [[Vofley (. x) — Vi (£,X)]|

t< T(n),X
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Résultats asymptotiques

Résultats principaux

Soient L
sn(f,w):n;/o Zi(£)F (X, t)dw(t)
. 1 [T
u(F,w) = n;/o Z:(£)F (X, £)dw(t)

8.(F, w) = Slf, w) Z/ e( T, X5, 8)dw () + Ra(F, w),

ou les n¢(T;, X;, §;) sont i.i.d de moyenne nulle et
supy. £ [|Ra(f,w)|l = op(n~1/2).
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Résultats asymptotiques
°

Résultats principaux

Soit f un estimateur de  tel que supy||f — || = op(1), alors

sup||3,(F, w) — S(F, w)l| = 0p(n 1/?).

Théoréme

v/n(6(-) — 6p) converge vers un processus gaussien, en particulier,
pour tout w appartenant & une certaine classe de mesures,

Va(B(w)—60) > H(0,%).
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Résultats asymptotiques
°

Choix adaptatif de w

@ On prend un ensemble fini de mesures : #
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Résultats asymptotiques
°

Choix adaptatif de w

@ On prend un ensemble fini de mesures : #

@ Critére asymptotique :
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Résultats asymptotiques
°

Choix adaptatif de w

@ On prend un ensemble fini de mesures : #

@ Critére asymptotique :

IimE[||é(w)—60||2
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Résultats asymptotiques
°

Choix adaptatif de w

@ On prend un ensemble fini de mesures : #

@ Critére asymptotique :

W = argminlim & [Hé(w) - 60||2}
wew 7
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Résultats asymptotiques
°

Choix adaptatif de w

@ On prend un ensemble fini de mesures : #
@ Critére asymptotique :
W = argminlim & [Hé(w) - 60||2}
wey N

o Alors 6 = 6(w).
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Résultats asymptotiques
°

Choix adaptatif de w

@ On prend un ensemble fini de mesures : #
@ Critére asymptotique :

W = argminlim & [Hé(w) - 60||2}
wew 7

o Alors 6 = 6(w).

@ On a toujours :

ou Xy converge vers Xy, ..
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Résultats asymptotiques
°

Estimation de la partie non-paramétrique

Un développement de Taylor de fi en 6y nous donne :
,ﬂé(t, é/x) = ‘ll,\Lgo(t, 96X) + (é — 90)/V9[.’lé(t,x),

pour 6 compris entre 6y et 6.
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Résultats asymptotiques
°

Estimation de la partie non-paramétrique

Un développement de Taylor de fi en 6y nous donne :

ﬂé(t,é/x) = [.’190(1.', 96X)—|— (é — 90)/V9[.’lé(t,x),
N——
:OP(n*I/z)

pour 6 compris entre 6 et 6.
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Résultats asymptotiques
°

Estimation de la partie non-paramétrique

Un développement de Taylor de fi en 6y nous donne :

ﬂé(t,é/x) = [.Algo(t, 96X)—|— (é — 90)/V9[.’lé(t,x),
N——
:Op(nfl/z)

pour 6 compris entre 6 et 6.

Proposition
Soit ©* un voisinage de 6y, et soit .7 un ensemble sur lequel
SUPgcor tes xea ||Vala(t,x)|| < eo. Alors,

sup |fig(t, 6'x) — flg, (t,06x)| = Op(n~1/3).

t,x,w
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Simulations
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Simulations
°

Modéle

Modéle de Poisson

w(t|x) = t(6yx + cste).

o d=4, n=100et 6y =(1,3.2,2.5,1.4).

@ D et C suivent des lois de Weibull, de telle sorte que 30% des
observations sont censurées en moyenne.

@ En moyenne, on observe 20 événements récurrents par
personne.

@ X suit une loi uniforme.

La mesure w et la fenétre h sont choisis de facon adaptative.
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Simulations
.

Choix de h et de w

@ On considére toutes les mesures w telles que :

/0 f(t)ydw(t)= ¥ F(K)W(K)

kev

ou ¥ = {V1,V2,...,V12} et

W(k) = 1 pourk=vwv,...,vg
B 025,05,075 oul pour k= Vg, V10, V11, V12.

] he{hl,...,h25}

Pour chaque h et chaque w on calcule é(w,h), puis on en déduit :

(W, h) = argminlim® |[|6(w,h) — 90H2] .
w,h n
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Résultats

100 réplications d'échantillons de taille 100.
0 : estimateur de 6y avec poids W tous égaux a 1.

Simulations
°

’ ‘ Biais ‘ Variance ‘ MSE ‘
0.571 0.06 0.017 —0.022
6 1.547 0.017 0.066 —0.017 0.2202
0.221 —0.022 -0.017 0.09
—0.01082890 0.025 —0.002 —0.006
0 —0.03490086 —0.002 0.026 —0.002 0.0864
—0.03766846 —0.006 —0.002 0.032

Poids adaptatifs pour 6 : W/(vg) = 0.835, W(v10) = 0.7025,
W(Vll) = 05925, W(V12) =0.49.

Evénements récurrents dans un SIM

09-11-09
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Perspectives

@ Performance de fi,
o Tester différents estimateurs de [ig
@ Résultats a distance finie

@ Etude d'un modéle oi I'index de la régression dépend du
temps.
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@ Merci de votre attention !
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